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ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL

@D NOTIUNEA DE PERMUTARE

In clasa a X-a s-a definit notiunea de multime finitd ordonata si s-a deter-
minat numarul de functii bijective £: A - B, unde A si B sunt multimi finite.

Fie A={a, a, ..,a,} o multime finita cu n ele-
mente, neN".
+» DEFINITIE

| ¢ Se numeste permutare a multimii A, oricare
| multime ordonata formata cu elementele acesteia.

O permutare a multimii A se poate scrie sub
forma (ai:, a,, . ain), unde 1., 1,, ..., 1, e{l, 27 5 n}.

Se observa ci aceastd permutare este descrisa de
functia bijectiva £: A > B, f(a,)=a, , ke{l, 2 .., n},
descriere care poate fiI reprezentati s1 sub forma
urmatorului tablou:

fa, a, .. a, .. a

; K =

B 8, -8 .. 8

Pe linia intai a tabloului sunt scrise elementele multimii A, iar pe
linia a doua sunt scrise valorile functiei f, valori care sunt elementele lui A
scrise In ordinea data de functia bijectiva f.

De asemenea, functiei f i se poate asocia functia bijectiva:

c: {1, 2, ..., n} - {1, 2, ..., n}, G(k) =1,, functie care poate fi reprezen-

1 2 ... k .. n)
tata sub forma: | . . Ot

L1, 1 L 1

In acest mod, permutarea (a.

i,

,a,

- ain) a multimii A este bine
descrisa de functia bijectiva o.

De aceea studiul permutarilor multimii finite A cu cardinalul IAI =n
se poate face studiind permutarile multimii {1, 2, ..., n}, adicd a functiilor

bijective 6:{1,2,..,n} >{1 2, .., n}.
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s DEFINITIE

I- Se.numeste permutare de gradul n a multimii A={1, 2, .., n} orice

functie byectiva o: A > A.

Multimea permutarilor de gradul n se noteaza S_, iar elementele ei se
vor nota de regula cu literele grecesti o, §, 0, a, B ..., eventual insotite de indici.
Se obisnuieste ca o permutare ¢ de gradul n sa se reprezinte astfel:
[ 1 2 3 ... TRV

:g\c(l) 0(2) 0(3) G(k) G(n))'

Cardinalul multimii S_ este: |Sn[ =nk

¥ Exemple
a) Pentru n=1, A = {1} siS, = le}
W1

1 2} (1 2V
122 1/5'
(12 371 2 3\ /1 2 3

¢) Pentru n=3,A={1,2, 3} si SB:% L& L
Jd 2 3,/ 38 2,2 3 1

b) Pentru n=2, A={1,2} i S, = {(

1 2 3Y(1 2 3) 71 2 3)
Ly bt iy

PERMUTARI DE GRADUL n PARTICULARE

12 3 ... k ... n)
a) Permutarea ecS_ e =| | se numeste permu-

tarea identica de gradul n.
b) Permutarea 8, ¢S, de forma:
5“=(1 2 3 .. i—1{g“i+1 .k
102 3 . i-1gli+l ..k
schimba doar elementele 1 si j {ntre ele, celelalte rimanand neschimbate, se

numeste transpozitie.
Transpozitia &, poate fi descrisd prin urmatoarea lege de corespon-

i, care

denta:
(k=]
8;(k)=4j k=i
lk, k=1, k=]
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(12312 3D/ | 1 2 3 Y (1 2 3)Y) /12 3

G = 1 Lt b= ] = | "
\L8 1243 11,27 8(o(1)), 80(2) 8(o(3)), \8(3) 8(1) 5(2), (2 1 3,
Se observa ca o0 # 0c.

2.2. PROPRIETATI ALE COMPUNERII PERMUTARILOR DE GRADUL n

® P1. Proprietatea de asociativitate
Compunerea permutarilor de gradul n este operatie asociativi:
Vo,a BeS, = (oa)p=c(ap).
Aceastd proprietate rezultd din faptul ci operatia de compunere a
functiilor este asociativa.

[ P2. Proprietatea elementului neutru
Permutarea identicd de gradul n, ec S., este element neutru
pentru operatia de compunere a permutéarilor de gradul n:
V oeS,, auloc egalitatile ce = ec = G.

(= P3. Orice permutare de gradul n are inversa.
VoeS,, =0 €8, astfel incat o6~ =o o =e.
Permutarea ¢~ se numeste inversa permutirii .
Pentru determinarea inversei permutarii
1 2 .. k .. n)

©(1) a(2) - o(k) . ofn),

k5o(k) st c(k)i)ke Asadar, o =

o = se au 1n vedere corespondentele

N 2 k n Vi
dupa care se ordoneaza prima linie.
I Exemplu
. _ (1 2 3 4 35
Fie permutarea de gradul 5, ¢ = _
- 4513 2) .
Inversa permutirii ¢ este permutarea o _ !, care dupa ordo-
12 3 4 5
B g R L (123 4 5 sy
narea liniei intai devine: ¢™* =| _ .. Se verificAd usorca o6 =g ‘o =e.
3 5 4 1 2

= P4. Compunerea permutarilor de gradul n nu este operatie comutativa.
Asadar, Z5,8¢S, astfel incit 68 # do.

I Exemplu
5(123\’(123\' 1 2 3)
65 = | i _

2130132 (23 1)
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(1 2 3\/1 2 3) (1 2 3)

AR 2)\2 1 3) W8e gy
Se-observa'ca od#90.

2.3. PUTEREA UNEI PERMUTARI DE GRADUL n

Fie ceS_. Notim ¢ =¢,6' =0, ¢

=60.
Pentru n e N’ se defineste e ;

= PROPOZITIE
Fie 6 eS,. Au loc relatiile:

a) "¢ =c"", Vm,neN;

b) (0"‘)‘ =™,V m, ncN.

Demonstratia se face folosind asociativitatea operatiei de compunere (tema).

g ag o 4 5\4

1 23 4 .
[x Fie 6eS,,0=! . Sa se calculeze 6%, 6°, ¢, '
4 3 1 2
Solutie
12 3 41 2 3 4)
Avem: =
\4312/\4-312/
(12 3 4
2 1 4 3
_/1234\/1234\&234\

214 3\4312 (3421
(12 3 41 2 3 4

34 2 1lea 31 2

(1 2 3 4

123 47

2.4. PROPRIETATI ALE TRANSPOZITIILOR

P1. Fie §; €5, o transpozitie. Au loc relatiile:
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Demonstratie
a) Se folosestesdefinitia transpozitiei.

b) (61:' - Sﬁ)(i) =5, (1) =1, (Sii ; 6)(1) =8, (i)=1
Pentru k =1, k #j avem (65 °8,)(k) =3, (6‘;‘. (k)) =8, (k) =k.
Asadar 62 =e.

¢) In egalitatea 8;°8; =e, compunind cu §;° se obtine &, =&,

@ CONSECINTA
L . » n{n-1)
Numarul tuturor transpozitiilor de gradul n este C? :—5-——.
Demonstratie ] | O NE REAMINTIM!

Intr-adevar, din proprietatea a) rezultd ca
numarul tuturor transpozitiilor de grad n este egal
cu numarul submultimilor {i, j} ale multimii

{1, 2, n}, numar egal cu C2. B

P2. Orice permutare de gradul n se scrie ca produs
de transpozitii. Aceasta scriere nu este unica.

Exercifien reyolval

B S& se scrie ca produs de transpozitii permutarea de gradul 4:

./1 2 3 4)
O =i
\3 4 2 IJ
Solutie

Se observd cd o(1)=3, adicd o(1)=1. Pentru a schimba 3 cu 1 se
considera transpozitia §,, si se face compunerea:
1 2 8 4\.(1 2 3 4 (123 4
= i=0,. Deoarece o, (2):4
L3 ‘\3 4 2 1) \1 4 2 3, :
adicd o, (2)# 2 pentru a schimba 4 cu 2 se alege transpozitia §,, si se efec-
(1234\(1234\
14 2 3 1 2 4 3,

Asadar, §,, =5,,0, =3,,8,;6. Compunénd la stdnga cu 3, =3,, si apoi

f

tueaza compunerea: §,,0, =

cu 8, =38,, se obtine o =35,5,,8,,
O altd descompunere se obtine considerand transpozitia o, si

| (1 2 3 4)
efectudnd o3, =| |

|=0,. Apoi se consideri transpozitia 3,. si se
\1 4 9 3}I 1 p POZit 23 9

10
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efectueaza 6.5,, =9,,. Asadar 3,, =0.38,, =09,,8,,. Compunand la dreapta cu

8,5 = 0,,.81 apal cu &5, =35., se'obtiné'o'=5,.35,.3.,.

INVERSIUNILE UNEI PERMUTARI
SEMNUL UNEI PERMUTARI

Fie 6 €8S, si i, je{l, 2, .., n}, 1<].
< DEFINITIE
I « Perechea (1, j) se numeste inversiune a permutérii ¢ dacd o(i)>o(j).

Numarul inversiunilor permutérii ¢ se noteazd m (o).

= Exemplu
1 2 38 4 5)
Fie ceS;, o=/ 1 D;.
4 35 1 2

Inversiunile acestei permutari sunt perechile (1, 2), (1, 4), (1, 5), (2, 4), (2, 5),
(3,4),(3,5). Asadar m(o)="7.

= OBSERVATII
1. Permutarea identica e are m(e) =0,
2 3 .. n-1 n)
2. Permutarea 7= " n! are m(n)=1+2-..+(n-1)=
\n n-1 n-2 .. 2 1)
3 n(n—l) e
2

3. In general are loc relatia 0 < m(c) <C* VoeS..

< DEFINITII
» Se numeste semnul (signatura) permutarii o, numérul g(c)= (*l)m(o).
 Permutarea ¢ se numeste permutare para daci £(c)=1.

e Permutarea ¢ se numeste permutare impara daca 5(0) =-1.

@ PROPOZITIA 1

Orice transpozitie este permutare impara.

Demonstraiie
Fie transpozitia §, €S_. Pentru i<k <j, inversiunile acestei transpo-

zitii sunt toate perechile (i, k) si (k, j)la care se adaugd perechea (i, j)-

11
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i)t

Avem m(éﬁ):2(j-i—1)—>1:2’(j——i)—— 1: Asadar, S(Sij):(»—l)z(‘ =-1 i, ca

urmare, 0, este permutare impara- B

& PROPOZITIA 2

Fie neN g1 §eS_. Atunci e(o) = n M (1)
lzi<isn J—=1

Demonstratie
Produsul din relatia (1) are C’ factori. Daci o(i)=k si ofi)=1

atunci k #1 (o este functie bijectivd). Pentru k > 1, factorul G(J)~G(i):k—l
se simplifica cu factorul (k - 1) de la numitor, obtinAndu-se 1.

Pentru k<1, prin simplificare, se obtine ~1, iar perechea (i, j) este
inversiune.

IT M:(_l)m("’ =¢(c). ®

Dupa toate simplificirile se obtine

<icisn j—l
5" Exemplu
. 1 2 3)
Fie o=
3 12
vem [T T2 1820 2oLy ea) (a1
I<i<iel j“i 2“1 31 3* 2 i

Agadar o este permutare para.
Signatura compunerii a douid permutiri se poate calcula folosind
urmatorul rezultat.

= PROPOZITIA 3

Daca o, 5eS, atunci &(c8)=¢(0)e(3).
Demonstratie
Folosind Propozitia 2 avem:

B G(S(j))—c(S(i)] o(8(3))-c(8(i i) 3(j)-3(i)
(b= I =5 ANE ORI | S
=£(0)-£(8), ceea ce justifici enuntul. B

4 Tema
1. Fie 0,3€S,. Si se demonstreze ca:

a) 0d este permutare pari < o si 8 au acelasi semn;
b) 68 este permutare impara < o si 8 au semne diferite.

2. 34 se stabileasca semnul permutarilor o si oL,

12
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® PROPOZITIA 4
Fie~A_ multimea, tuturor permutirilor pare de gradul n. Atunci

: . . i n!
cardinalul acestel multimi este .An‘ =

Demonstraltie ;
Notam I, =S_ \ A_. Definim functia |

este o transpozitie fixatd. Demonstram ca f este b1]ectlva Fie a, BeS, si
f(a)=f(B). Rezultd succesiv ad, = B3, = (ad, )3, =(p8,)s; = a =P, adica f

este injectiva.
Fie 0el,, ¢(0)=-1. Avem 6.8, ¢ A, deoarece s(@Sij):8('9)8(85):(—1)(—1)

unde §,

si f(@&i}.) =08.3, =0. Rezultd ca functia f este surjectiva. In concluzie, f este

bijectiva s1

i :‘In‘. Deoarece S, =A_ Ul s1 A NI =&, rezulta egali-
tatea
Problema reyolvalis

[x] Sa se determine:

a) numarul permutarilor pare din multimea S;;
b) cardinalul multimii S, daca A, |=15(n~2)!.

AR

Solutie
b 8!
a) Avem egalitatea ‘A ‘ 7 1 20160.
. n! - ) . n(n 1) =
b) Avem relatia == 13 (n- 2)!, care este echivalenta cu ——==15.

P

Se obtine n =6. Rezulta cd multimea S, are 6! =720 clemente.

EXERCITII Si PROBLEME

EXERSARE
El. Fie A o multime nevida cu n ele- ) 1 2 3 4
mente. Sa se determine gradul per- 8 5= 4 3 1)
mutarilor ei stiind ca S, are: 12 3 4)
a) 24 de elemente; T=lg 9 1 4/
b) 720 de elemente; _
¢) 5040 dc elemente. b) o= 123 45 ,
4 3 1 5 2
E2. Sa se calculeze om, 1o, 62, 7, (cn)S, e (1 2 3 4 5]
in cazurile: 2513 4)

13
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. 1,213 4,5 5
E3. Fie 0, 8€e8,, g:( y d\._ c) o= =278 4 o.
1|5 3 4) 31435 2
8:(1 2345 Sa se calculeze ¢'%°, ™%, 07 iy
’\1 2 45 3) fiecare caz.
a) Sa se verifice daca o8 = §o si
PR , 12 3 4
(0’6)‘—:8‘0'2. E6. Fie 0‘=(3 4 J. Sa se determine
I e -1 -1 RS P 7 . )
b) Si se determine 67, 3 ’(68) S multimea M:{G, o2, el c”, }
" L 1 2 3 4
E4. Fie permutarile o = 24 1 o) E7. Sasescrie transpozitiile de gradul 4,
respectiv 3.
1 2 3 4
B= 4 2 1 3/ E8. 8Sa se determine numirul inversiu-
lor si sic _ - arilor:
S4 se rezolve ecuatiile: xg = B si nilor 1 signatura permutarilor
s ’ 1 2 3 1 2 3 4
= o= , o= 5
By =o. 2 38 1) 4 21 3
E5. Sa se arate ca existda ke N pentru B_[l 23 4 5]
- - b
care ¢ = ¢, in cazurile: 53 241
1 2 3 1 2 3 4 123435 6 7
a) o= ib) 6= ; 0= . :
3 1 2 4 3 1 2 75 6 1 4 8 2
—_—— APROFUNDARE
. 12 8 4 5 A3. Fie 0eS,. Si se arate ci existi
Al. Fie permutarile:g = ) _ . ;
31 45 2 keM astfel incat ¢ =e.
12 3 4 3 12 3 4 5
":[9-433’“[-1233 A4. Fie ceS Ppagoma B
2 4 \4. Fie ce8;, o= .
? 3 1 B4 2 315 4
a) S& se calculer O, c7'0 g1, .
2) dl S A AL TR & Si se determine o™, n e N".
(EOO’) 2
SO | BV A5. Sa se determine neN, stiind ci
b) 54 se calculeze o207, 2003 2010 S 45 de ¢ L 4 -
¢) S se rezolve ecuatiile ox =0, n Are <o de transpozitii.
oye = 0, 257005 . 20002006 A6. Fie A multimea permutirilor pare
ale unei multimi cu n elemente. Si se
AZ. Fie o,BeS, a=[1 23 4 0] determine n, stiind ca A, are cardi-
5213 4 nalul;
pofl 28 45 ) (n+4)! b) (n+3)!
431 2 5) Y e Y g
a? Sfa: se o%cter'nnne numarul de m\icr.'- A7. Fic o,5¢ s,,
sStuni g1 signatura acestor permutari.
b 34 se rezolve ecuatiile a“x=Bu°, 0‘:(1 234567 8]
- . . b
QY,:I[)EKB]O?‘?:((ZB) ﬁZOOa’ ax = xo, ax:xB_ 2 3 6 4 i 2 1 ]
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M Elemente de calcul matriceal §t sisteme de ecuatil liniare ® I. FERVIU I ARI

1 2 3 45

6" 271518
£= i
1k 50p 3724 7

Si se determine permutarile, astfel
incit o sa fie impari, iar ¢ sa fie

o)

si o= [c(]n) o'(nz— 1) 01(11)}'

Stiind ca m(c)=k, sa se calculeze
m(a).

A9. Se considera permutarile:

para.

AS8. Fie o,a€eS,, c=(

c 1) 0(2)

1234... nn+ln+2... 2n
a=[2468... on 1 3 .. 2n-1]’

12834... n n+ln+2..2n
=(1357...2n-1 2 4 Zn]

a) Sa se determine m(a)+ m(B)
b) Sa se determine neN pentru
care o este permutare para, res-
pectiv B este permutare impara.

A10.Sa se scrie ca produs de transpo-

zitii permutarile:

12 3 1 2 3 4
3 b) ;
2 31 412 3

A11.S4 se determine permutarile
o,8€S,, In cazurile:

_s(n),

1 2 n
b 305 _a(n)
n n-1 1
Al12.Fie a,BeS,. Sa se arate ca:

a(1)
B(1)

a(n)
B(x)

SR TR

A13.8a se rezolve ecuatiile:
1 2 3
a) x*= H
31 2
1 2 3 4
b) x* = ;
4 3 2 1
2 1 23 45 6
c) x“ = .
51 6 3 4 2

Al4.Fie numarul 5213. Facand toate
permutarile cifrelor acestui numar
si ordonand crescator numerele ob-
tinute, sa se precizeze ce loc ocupa
in sir numerele:

a) 2135; b) 3521; ¢} 5213.

Al5.Se

a,a,azaa; = 25143,

considera numairul natural

Si se calculeze suma

§= Z A5(1)26(2) 2 a(3) 2o (4) 2 o(3)*

geS;

DEZVOLTARE
D1. Si se determine toate permutarile 0 . . _
ceS,, n>3 astfel incat numerele a) Zl: Ay este maxima (minima);
1= 1 of1
1+0(1), 2+05(2), ..n+o(n) sa for- 3
e b) Zaiac(i) este maxima (minima).
a) o progresie aritmetica; =L
b) o progresie geometrica. D3. Fie HcS,, H#@ cu proprietatea ci
D2. Se dau numerele strict pozitive V¥ o,0e H= g0eH. Si se arate ca:

a, <a, <..<a, Sasedetermine per-

mutarea ¢ € S, pentru care suma:

a) permutarea identica e e H;

b) daca ce H= 0" € H.



M Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare o |. PERMUTARI

D4. Fie c €S, n>3. Daca ca= aa, D5. Sa se studieze surjectivitatea func-

gy ol _ 4
VaeS,, atunci o= e. el £:8, > S, f(a) = a’.

TESTE DE EVALUARE

Testul 1

1 2 3 4 1 2 3 4
Q1. Fie permutirile ¢ = , 0= )
3 2 4 1 4 1 3 2

a) Sa se determine o0, 0c, 07!, 07,

b) Verificati daci are loc egalitatea (0’0)_1 =0"'g

1 2 3 4 5 1 2
O 2. Fi taril = , &=
le permutarile o (3 9 4 1 5] (2 2

= -1 g-1 2005 200
a) Sa se calculeze o Lel o o, §2006,

b) Si se rezolve ecuatiile ox =5, §xg2%%% = §2006

1 23 456 7
O 3. Sase determine semnul permutarii o e S,, daci o= 2 .
6 73451 2

Testul 2

1 2 3 4 1 2 3 4
O1. Fie g,n1€8S,,0= , M= !
2 3 4 1 2 4 31

a) Sa se verifice daci oi = e si n’=e.

L o 25 3 4
b) Sa se rezolve ecuatiile o Bx=n M yo* = g

O 2. Saserczolvein S, sistemul de ccuatii:

12 3)
3 1 2)%7Y

[123}(123]'
Xx- = Y
231(312‘

1 23 456 7 8
Q3. FieoceS,, o= - 7 .

78 6 53 41 2
(o

a) Sa se determine m ) si e(o).
b) Cate solutii are ecuatia x’=¢g?

1 2

3 4
3 4 2

Q 4. Sai se scrie ca produs de transpozitii permutareca o =(

=t
Q. o
SN—
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TABEL MATRICEAL. MATRICE
MULTIMI DE MATRICE

Sa consideram urmatorul enunt din domeniul economiel.

L,Un depozit de materiale se aprovizioneazd esalonat pe o perioadad de
4 luni cu un anumit produs dupd urmatorul plan:

— in prima lund se aprovizioneazd cu 100 de bucati, la pretul unitar de
3 000 unitati monelare (u.m.);

—in a doua lund se aprovizioneazd cu 120 de bucati la pretul unitar de
3500 u.m.;

~ in luna a treia primeste cu 10 bucati mai putin decdt in luna
precedentad, cu preful pe unitate de produs de 3 200 u.m., 1ar in luna a patra
comandd o cantitate dubld fatd de prima luna platind 3 200 u.m. pe uni-
tatea de produs.”

Pentru tinerea unei evidente cat mai clare, aceste date pot fi ordonate
si clasate in diverse moduri, astfel incat obtinerea unor informatii legate de
acest proces de aprovizionare si se realizeze cat mai eficient.

Astfel, datele de mai sus pot fi grupate intr-un tabel de forma:

Luna 1 2 3 | 4
Cantitate 100 120 110 ' 200
Pret unitar 3 000 3 500 3 200 3 200

[ntr-un mod mai simplificat, aceste date pot fi reorganizate Intr-un
tabel de forma:
1 2 3 4 N

100 120 110 200 @ sa
(3000 3300 3200 3200

7100 120 110 200
u L
(3000 3500 3200 3200/

Un astfel de tabel se numeste tabel matriceal.

Primul tabel matriceal este format din 3 linil si 4 coloane (este de
tipul 3x4), iar al doilea tabel matriceal este format din 2 limi si 4 coloane
(este de tipul 2x4).

Dacd se ia 1n considerare numai linia care contine cantitatile
achizitionate lunar, se obtine un tabel de forma (100 120 110 200) numit

tabel matriceal linie.
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